
��I HÅC TH�I NGUY�N

TR×ÍNG ��I HÅC KHOA HÅC
�������o0o�������

��M THÀ NGÅC T�M

V� T�NH CH�N L� CÕA SÈ NH�N TÛ B�T
KH� QUY MODULO P CÕA �A THÙC H�

SÈ NGUY�N

LU�N V�N TH�C S� TO�N HÅC

TH�I NGUY�N, 5/2019



��I HÅC TH�I NGUY�N

TR×ÍNG ��I HÅC KHOA HÅC
�������o0o�������

��M THÀ NGÅC T�M

V� T�NH CH�N L� CÕA SÈ NH�N TÛ B�T
KH� QUY MODULO P CÕA �A THÙC H�

SÈ NGUY�N

Chuy¶n ng nh: Ph÷ìng ph¡p To¡n sì c§p
M¢ sè: 8 46 01 13

LU�N V�N TH�C S� TO�N HÅC

GI�O VI�N H×ÎNG D�N
TS. NGUY�N DUY T�N

TH�I NGUY�N, 5/2019



iii

Möc löc

Mð �¦u 1

Ch÷ìng 1. Mët sè ki¸n thùc chu©n bà 3
1.1 K¸t thùc cõa hai �a thùc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Bi»t thùc cõa �a thùc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3 Tü �çng c§u Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

Ch÷ìng 2. �ành lþ Stickelberger 12
2.1 Nghi»m cõa �a thùc b§t kh£ quy trong Fp[x] . . . . . . . . 12
2.2 �ành lþ Stickelberger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3 �a thùc nguy¶n kh£ quy modulo måi sè p nguy¶n tè . . . . 17
2.4 T÷ìng tü cõa �ành lþ Stickelberger cho �a thùc thüc . . . . 19

Ch÷ìng 3. �ành lþ Stickelberger v  luªt thuªn nghàch bªc hai 21
3.1 Kþ hi»u Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 �ành lþ Stickelberger v  luªt thuªn nghàch bªc hai . . . . . 22
3.3 �ành lþ Stickelberger modulo 2 . . . . . . . . . . . . . . . . 26

K¸t luªn 32

T i li»u tham kh£o 33



1

Mð �¦u

Cho f(x) ∈ Z[x] l  mët �a thùc chu©n (monic) h» sè nguy¶n bªc n
v  khæng câ nghi»m phùc k²p. Gåi D(f) l  bi»t thùc cõa f . Cho p l 
mët sè nguy¶n tè l´ v  gåi Fp = Z/pZ l  tr÷íng húu h¤n câ p ph¦n tû.
Gåi f̄(x) ∈ Fp[x] l  �a thùc nhªn �÷ñc tø f b¬ng c¡ch thu gån h» sè
modulo p. Gåi r l  sè nh¥n tû b§t kh£ quy cõa f̄ . Khi �â mët �ành lþ cõa
Stickelberger kh¯ng �ành r¬ng r v  n câ còng t½nh ch®n l´, tùc l  r ≡ n
(mod 2), khi v  ch¿ khi D(f) l  b¼nh ph÷ìng modulo p.

Möc ti¶u cõa luªn v«n l  t¼m hiºu v· chùng minh cõa �ành lþ Stickel-
berger n y công nh÷ ùng döng cõa nâ trong chùng minh luªt thuªn nghàch
bªc hai.

Ngo i ph¦n Mð �¦u, K¸t luªn v  T i li»u tham kh£o, bè cöc cõa luªn
v«n �÷ñc chia l m ba ch÷ìng.

Ch÷ìng 1. Mët sè ki¸n thùc chu©n bà
Ch÷ìng n y tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc v· k¸t thùc cõa hai �a thùc,

bi»t thùc cõa �a thùc v  �çng c§u Frobenius.

Ch÷ìng 2. �ành lþ Stickelberger
Ch÷ìng n y tr¼nh b y v· �ành lþ Stickelberger, mët sè v½ dö minh håa,

v  mët t÷ìng tü cõa �ành lþ n y cho �a thùc thüc.

Ch÷ìng 3. �ành lþ Stickelberger v  luªt thuªn nghàch bªc hai
Ch÷ìng n y tr¼nh b y v· kþ hi»u Legendre, luªt thuªn nghàch bªc hai

v  mët chùng minh cõa luªt n y sû döng �ành lþ Stickelberger.

Luªn v«n n y �÷ñc thüc hi»n v  ho n th nh v o th¡ng 5 n«m 2019 t¤i
tr÷íng �¤i håc Khoa håc- �¤i håc Th¡i Nguy¶n. Qua �¥y, t¡c gi£ xin b y
tä láng bi¸t ìn s¥u sc tîi TS Nguy¹n Duy T¥n, ng÷íi �¢ tªn t¼nh h÷îng
d¨n trong suèt qu¡ tr¼nh l m vi»c �º ho n th nh luªn v«n n y. T¡c gi£
xin gûi líi c£m ìn ch¥n th nh �¸n Khoa To¡n-Tin, Tr÷íng �¤i håc Khoa
håc - �¤i håc Th¡i Nguy¶n, �¢ t¤o måi �i·u ki»n �º gióp t¡c gi£ håc tªp
v  ho n th nh luªn v«n công nh÷ ch÷ìng tr¼nh th¤c s¾. T¡c gi£ công xin
gûi líi c£m ìn tîi tªp thº lîp cao håc K11D, khâa 05/2017 - 05/2019 �¢
�ëng vi¶n gióp �ï t¡c gi£ trong qu¡ tr¼nh håc tªp v  ho n th nh luªn v«n
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n y. �çng thíi t¡c gi£ xin gûi líi c£m ìn tîi Ban gi¡m hi»u v  c¡c �çng
nghi»p t¤i tr÷íng THCS H÷ng �¤o, �æng Tri·u, Qu£ng Ninh �¢ t¤o �i·u
ki»n cho t¡c gi£ trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  ho n th nh luªn v«n.

Xin ch¥n th nh c£m ìn.
Th¡i Nguy¶n, th¡ng 5 n«m 2019

X¡c nhªn cõa ng÷íi h÷îng d¨n Ng÷íi vi¸t luªn v«n

TS. Nguy¹n Duy T¥n � m Thà Ngåc T¥m
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Ch÷ìng 1. Mët sè ki¸n
thùc chu©n bà

Ch÷ìng n y tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc v· k¸t thùc cõa hai �a thùc,
bi»t thùc cõa �a thùc v  �çng c§u Frobenius. T i li»u tham kh£o sû döng
cho ch÷ìng n y l  t i li»u [2, Section 6.6] v  [3, Chapter 15].

1.1 K¸t thùc cõa hai �a thùc

Gi£ sû f, g l  hai �a thùc bi¸n x vîi c¡c h» sè trong mët tr÷íng F .
Gi£ sû K l  mët tr÷íng �âng �¤i sè chùa F . Gåi α1, . . . , αn l  t§t c£ c¡c
nghi»m (kº c£ bëi) cõa f trong K, tùc l 

f(x) = a(x− α1)(x− α2)...(x− αn), vîi a ∈ K n o �â.

T÷ìng tü, gåi β1, . . . , βm l  t§t c£ c¡c nghi»m (kº c£ bëi) cõa g trong K,
tùc l 

g(x) = b(x− β1)(x− β2)...(x− βm), vîi b ∈ K n o �â.

Ta �ành ngh¾a k¸t thùc cõa f v  g, R(f, g) l 

R(f, g) = ambn
n∏

i=1

m∏
j=1

(αi − βj) (n = deg f,m = deg g).

Ta li»t k¶ d÷îi �¥y mët sè t½nh ch§t cõa k¸t thùc.

T½nh ch§t 1.1.1. R(g, f) = (−1)mnR(f, g).
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Chùng minh. Ta câ

R(g, f) = ambn
m∏
j=1

n∏
i=1

(βj − αi) = ambn
n∏

i=1

m∏
j=1

(αi − βj) = (−1)mnR(f, g).

Ta câ �i·u ph£i chùng minh

T½nh ch§t 1.1.2. R(f, g) = 0 n¸u f v  g câ mët nh¥n tû chung bªc
d÷ìng.

Chùng minh. N¸u f v  g câ mët nh¥n tû chung l  h(x) ∈ F [x]. Khi �â gåi
α ∈ K mët nghi»m cõa h trong K. Nh÷ vªy tçn t¤i i, j sao cho αi = α v 
βj = α. Ta suy ra trong t½ch �ành ngh¾a R(f, g) câ nh¥n tû αi − βj = 0
v  do vªy R(f, g) = 0.

T½nh ch§t 1.1.3. R(f, g) = am
n∏

i=1

g(αi) = (−1)mnbn
m∏
j=1

f(βj).

Chùng minh. V¼ g(x) = b
∏n

j=1(x−βi), n¶n ta câ g(αi) = b
∏n

j=1(αi−βj),
vîi måi i = 1, . . . , n. Do vªy

am
n∏

i=1

g(αi) = ambn
n∏

i=1

n∏
j=1

(αi − βj) = R(f, g).

T÷ìng tü (ho°c sû döng T½nh ch§t 1.1.1) ta suy ra

R(f, g) = (−1)mnbn
m∏
j=1

f(βj).

T½nh ch§t 1.1.4. N¸u g(x) = fq + r, th¼ R(f, g) = am−deg rR(f, r).

Chùng minh. Tø T½nh ch§t 1.1.3, ta câ

R(f, g) = adeg g
n∏
i

g(αi) = adeg g
n∏

i=1

[f(αi)q(αi) + r(αi)].
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V¼ αi l  nghi»m cõa cõa f , n¶n f(αi) = 0 v  do vªy f(αi)q(αi) + r(αi) =
r(α). Do �â ta câ

R(f, g) = adeg g
n∏

i=1

r(αi).

M°t kh¡c, công theo T½nh ch§t 1.1.3 R(f, r) = adeg r
∏n

i=1 r(αi). Do vªy

R(f, g) = adeg g
n∏

i=1

r(αi) = adeg g−deg rR(f, r).

T½nh ch§t 1.1.5. R(f, b) = bdeg f n¸u b l  væ h÷îng.

Chùng minh. �°t g(x) = b. Theo T½nh ch§t 1.1.3

R(f, g) = a0
n∏

i=1

g(αi) = bn.

C¡c T½nh ch§t 1.1.1,1.1.4, 1.1.5 cho ph²p ta t½nh to¡n k¸t thùc cõa b§t
k¼ hai �a thùc n o b¬ng thuªt to¡n chia cõa Euclid. C¡c t½nh ch§t n y
công cho ph²p ta chùng minh �÷ñc r¬ng k¸t thùc R(f, g) l  mët ph¦n
tû cõa tr÷íng F m°c dò nâ �÷ñc �ành ngh¾a düa theo c¡c ph¦n tû trong
tr÷íng lîn hìn K.

T½nh ch§t 1.1.6. Ta câ R(f, g) n¬m trong F .

Chùng minh. Ta chùng minh b¬ng quy n¤p theo deg f . N¸u g = b l 
h¬ng sè thuëc F . Th¼ theo T½nh ch§t 1.1.1 v  1.1.5, R(f, g) = R(b, f) =
R(f, b) = bn thuëc F.

Gi£ sû kh¯ng �ành �¢ �óng vîi måi måi �a thùc f v  g vîi f câ bªc nhä
hìn ho°c b¬ng n− 1. X²t f v  g l  hai �a thùc tòy þ vîi deg f = n ≥ 1.
Khi �â theo thuªt to¡n chia �a thùc, tçn t¤i hai �a thùc q v  r trong F [x]
sao cho

g = fq + r,

vîi r = 0 ho°c deg r < deg f = n. Theo T½nh ch§t 1.1.4, T½nh ch§t 1.1.1
v  theo gi£ thi¸t quy n¤p ta câ R(f, g) = R(f, r) = ±R(r, f) thuëc F . Ta
câ �i·u ph£i chùng minh.



6

T½nh ch§t 1.1.7. Ta câ

1. N¸u f = f1f2 th¼ R(f, g) = R(f1, g)R(f2, g).

2. N¸u g = g1g2 th¼ R(f, g) = R(f, g1)R(f, g2).

Chùng minh. Suy ra tø T½nh ch§t 1.1.3.

1.2 Bi»t thùc cõa �a thùc

Cho f = f(x) ∈ F [x] l  �a thùc vîi h» sè trong tr÷íng F v  K l  mët
tr÷íng �âng �¤i sè chùa F .

Bi»t thùc cõa f �÷ñc �ành ngh¾a l 

D(f) = (−1)n(n−1)/2R(f, f ′),

ð �¥y f ′ l  �¤o h m cõa f v  n = deg f .
Theo T½nh ch§t 1.1.2, ta câ D(f) 6= 0 n¸u v  ch¿ n¸u f v  f ′ khæng câ

thøa sè chung.
Chóng ta câ thº t½nh to¡n D(f) b¬ng c¡ch sû döng thuªt to¡n Euclid

tr¶n f v  f ′. D÷îi �¥y l  mët sè v½ dö.

V½ dö 1.2.1. X²t f(x) = x− a. Khi �â f ′(x) = 1, v¼ vªy

D(f) = (−1)(1.0)/2R(f, 1) = R(f, 1) = 1deg f = 1.

V½ dö 1.2.2. X²t f(x) = x2 + ax+ b. Khi �â f ′(x) = 2x+ a v  D(f) =
−R(f, f ′). Ta câ

x2 + ax+ b = (2x+ a)
(x

2
+
a

4

)
+ (b− a2

4
).

�°t r = b− a2

4
. Ta câ

D(f) = −R(f, f ′)

= −R(f ′, f) (theo T½nh ch§t 1.1.1)

= 2deg f−deg r(−1)R(f ′, r) ( theo T½nh ch§t 1.1.4)

= −22−0R(f ′, r)

= −4r = a2 − 4b.
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V½ dö 1.2.3. Cho f(x) = x3 + qx + r. Th¼ f ′(x) = 3x2 + q v  thüc hi»n
thuªt to¡n Euclid, ta câ

x3 + qx+ r = (3x2 + q)
(x

3

)
+

(
2q

3
x+ r

)
,

3x2 + q =

(
2q

3
x+ r

)(
9x

2q
− 27r

4q2

)
+

(
q +

27r2

4q2

)
.

Do �â

D(f) = (−1)3·2/2R(f, f ′) = −R(f, f ′)

= −R(f ′, f) (theo T½nh ch§t 1.1.1)

= −3deg f−1R(f ′,
2qx

3
+ r) (theo T½nh ch§t 1.1.4)

= −9R(
2qx

3
+ r, f ′) (theo T½nh ch§t 1.1.1)

= −9

(
2q

3

)2

R(
2qx

3
+ r, q +

27r2

4q2
)

= −4q2(q +
27r2

4q2
) = −4q3 − 27r2.

V½ dö 1.2.4. X²t f(x) = xn − 1 ∈ F [x]. Ta �i t½nh bi»t thùc cõa f(x).
Gåi α1, . . . , αn l  n nghi»m trong K (mët tr÷íng �âng �¤i sè chùa F ) cõa
�a thùc f(x) = xn − 1. Ta câ f ′(x) = nxn−1. Do vªy

D(f) = (−1)n(n−1)/2R(f, f ′) = (−1)n(n−1)/2
n∏

k=1

f ′(αk)

= (−1)n(n−1)/2nn

(
n∏

k=1

αk

)n−1

= (−1)n(n−1)/2nn(−1)n(n−1)

= (−1)n(n−1)/2nn.

V¼ theo �ành lþ Vi²te α1 · · ·αn = (−1)n.

�a thùc f(x) ∈ F [x] �÷ñc gåi l  mët �a thùc chu©n (monic) n¸u h» sè
ùng vîi sè mô cao nh§t cõa nâ b¬ng 1.

M»nh �· 1.2.5. Cho f l  mët �a thùc monic v  α1, . . . , αn l  c¡c nghi»m


